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ANEXO 14
UNA CONCEPCION MECANICA DEL TERRITORIO

1. MOMENTO TERRITORIAL ESTATICO

Este concepto ya ha sido introducido en los anteriores apartados 2.2.2
y 2.3.2 ("Masa de renta homogénea en el campo continuo") del anterior Anexo
13 de nuestra tesis, donde lo empleabamos eficazmente para la determinacién
de las coordenadas geograficas de los centros territoriales de las masas de
renta. Pues bien, siguiendo con nuestro simil fisico-mecanico, y por aplicacién
a la ordenacién territorial del teorema fisico de momentos, veamos que "el
momento territorial estatico, o momento de ler. orden de un territorio A con
respecto a otro punto o eje del territorio es igual a la suma algebraica de los
productos de las areas elementales (como las municipales) por sus respectivas
distancias al punto o eje considerado, denominandose, respectivamente,
momento territorial estatico polar o axico". Asi definido, en funcién del area, se
trata evidentemente de un momento superficial o geométrico (FRANQUET,
1990/91).

De este modo, dado un territorio A y un "eje" e situado en sus
inmediaciones (pudiera considerarse, como tal, un rio, una via de comunicacién
o, simplemente, una frontera territorial), denominaremos como "momento
estatico de A con respecto al eje e", a la suma integral expresada por:

Me=[ y "dA=3 Aj-y ,

siendo y la distancia del elemento infinitesimal de superficie dA a dicho eje
geografico, infraestructural, administrativo o imaginario. Al respecto, pueden
verse las figuras siguientes:
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Fig. A-14.1. Momento estatico de un Fig. A-14.2. Momento estatico de un territorio
en
territorio en relacién a un eje cualquiera. relacién a los ejes cartesianos rectangulares.

Igualmente, por definicion y aplicando el teorema de Varignon, se
tendran los siguientes momentos con respecto a los dos ejes coordenados,
para un territorio cualquiera de area A y de centro de masas de renta G (§, n):

My=A'm=[ y-dA=[ y -dx-dy=) Ay
My=A-¢= ij -dA=ij -dx-dy=Z A; - x

expresiones éstas en las que las coordenadas & y n del punto G nos definen el
centro de gravedad o "centro de masas" del territorio estudiado, que es el punto
en el que puede concebirse concentrada el area total del territorio.
Logicamente, en el caso de operar con un territorio de densidad de renta
continua y homogénea (constante), también en dicho punto puede suponerse
concentrada la masa de renta total del territorio, sin que varien los resultados.
De dichas expresiones se deduce, en fin, que el momento estatico de un
territorio respecto de todo eje que pase por su "centro de masas" es nulo, dado
que sera igual al producto del area del territorio por la coordenada nula del
centro de las masas socioecondmicas respecto de dicho eje territorial.

Por otra parte, el momento territorial estatico polar del territorio A con
respecto al punto o polo 0 (o, 0), vendra dado por la suma integral:

Mo=[r -dA=> Aj-r

Como r es la distancia del elemento (municipal) dA al origen de
coordenadas, por el teorema de Pitagoras se tendra que:

|\/|c,=jA r-dA=.[A1/x2 +y? -o|A=”A1/x2 +y?-dx-dy
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, 0 bien, en el campo discreto:
Mo=2 AT =2 AJx +Yy°

Como ya hemos visto anteriormente, si un territorio fuera de
configuracion plantar simétrica con respecto a un determinado eje, su centro de
masas se hallaria sobre dicho eje de simetria siempre y cuando su densidad de
masa fuese continua y homogénea. Esto resulta evidente por el hecho de que
los momentos de las areas que se encuentran en los lados opuestos del eje de
simetria son numéricamente iguales pero de signos contrarios. Asi mismo, si el
territorio posee un centro geométrico o geografico, éste sera, precisamente, su
centro de masas en el supuesto, claro esta, de trabajar con masas de renta
homogéneas en el campo continuo.

Normalmente, la unidad fisica de medida de los momentos territoriales
estaticos, que se empleara en los estudios de Ordenacion Territorial, sera el
Km3 o el Mm3.

2. MOMENTOS TERRITORIALES DE INERCIA Y CENTRIFUGOS

De entrada, podriamos conceptuar la "inercia territorial" como una
propiedad en virtud de la cual un cierto territorio opone resistencia a toda causa
que tienda a modificar fehacientemente su actual "status" econémico-espacial.

Pues bien, definiremos como "momento de inercia de un territorio A con
respecto a otro punto o eje del territorio a la suma algebraica de los productos
de las areas elementales (como las municipales) por los cuadrados de sus
respectivas distancias al punto o eje considerado, denominandose,
respectivamente, momento territorial de inercia polar o axico (ecuatorial)".
Constituye, obviamente, una extension provechosa del concepto definido en el
epigrafe anterior, tratandose, también, de un momento superficial o geométrico.

De este modo, dado un cierto territorio A y un "eje" e situado en sus
inmediaciones (geografico, infraestructural, administrativo o imaginario),
denominaremos como "momento de inercia de A con respecto al eje" a la
expresion integral:

le=[ y2-dA=Y A-y2,
siendo y la distancia del elemento infinitesimal de superficie del territorio dA a

dicho eje. Asi:
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Fig. A-14.3. Momento de inercia polar de un territorio (ejes coordenados).

De igual forma, dado un cierto territorio A y los ejes coordenados x ey,
los momentos territoriales de inercia ecuatoriales con respecto a los ejes x e y
vendran dados, respectivamente, por las expresiones (PEREZ, 1976):

IX='[A y2-dA=”A y2-dx-dy=Z A - y2

ly=[ x2-dA=[[ X2 dx-dy=} Ax?,

y el momento de inercia polar del territorio A con respecto al punto o polo O
(0,0), sera la suma integral:

lo=[, 2 dA=[[ C+y2)dx-dy=} Ar?,

por lo que también se cumplira que:

IO:.[/_\ (X2+y2)dA:J‘A X2 -dA+'[A y2 'dA=|y+IX=Z A|(X2+y2)’

que resulta evidente por la propiedad aditiva del integrando, con lo que
podremos enunciar el siguiente teorema:

"el momento de inercia polar de un territorio es igual a la suma de sus
momentos de inercia ecuatoriales respecto a dos ejes rectangulares que pasen
por el polo".

Sean ahora dos ejes oblicuos, formando un angulo 6 y un territorio A
del que queremos calcular el momento de inercia polar en funciéon de los
momentos de inercia simples y compuesto (cuyo concepto veremos
seguidamente).
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x=O_A-sen6

&=x/se_n6

Fig. A-14.4. Momento de inercia polar de un territorio (ejes oblicuos).

El momento elemental es: p2 - dw, pero se tiene que:

p? =y + OB’ =y’ +(OA + AB? )= y? + OA? + 2x OA x AB + AB?
Ahora bien:
y/ﬁ3=sen6/cose=tge;AE/y=cos€)/sen6=cotge, 0 sea:
AB = y - cos 0/sen 6 =y - cotg 0; ademas, se cumple que: OA=x/sen 0

de dénde:

2 2 x2 N 2:Xy-Cc0s 0 N y2-c0529 3 y2 + X

sen 29 sen 29 sen 26 sen 29

2 + 2Xy-C0S 0

Io=jp2.dw=1/sen29[j y2-dw+j x2-dw+'[ 2xy - cos 0 - dw ] =

=1/senze-[ly+lx+20039-IXy]. ™)

Asi pues, genéricamente, el momento de inercia polar de un territorio
es igual a una fraccién que tiene por numerador la suma de los momentos
simples y del doble del producto del compuesto por el coseno del angulo que
forman los ejes coordenados, y por denominador el cuadrado del seno de dicho
angulo.

Si consideramos, ahora, a un territorio como si de un sdlido o cuerpo
fisico se tratase, con una cierta masa m (de renta disponible, poblacién de
derecho, recursos, ...), el momento territorial de inercia se obtendra
multiplicando los elementos de masa (municipales) por los cuadrados de las
distancias al elemento de referencia considerado; es decir, basta con introducir
el factor "densidad" (d, 6) fuera o dentro de las integrales, segun se trate de un
territorio homogéneo o no.
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En efecto, veamos que, razonando en los mismos términos que en el
epigrafe 2.2.2 del anexo anterior, si la densidad superficial y no es igual a 1y
es, por otra parte, una cierta funcion de x e y, es decir, si se cumple que:

y=y(Xy) ,

entonces la masa de poblacion o de renta del dominio parcial As;, sera igual a:
v (G i) A

(con precision de hasta las infinitesimales de orden superior) y, por esto, el
momento de inercia territorial respecto al origen de coordenadas, vendra dado
por:

=[] v xy) (2 +y2)-dx-dy ,

A
y seria del tipo masico o ponderal.

Se denominara, asi mismo, "maodulo resistente territorial, a la relacién o
razon entre el momento de inercia territorial y la distancia mayor entre el centro
de masas del territorio y cualquier otro lugar geografico del mismo", por lo que
vendra expresado, normalmente, en Km3. Esto es:

W =1/dmax.

En general, desde la perspectiva de la geometria de las masas
socioeconodmicas de poblacion o de renta, veamos que en el caso de que se
trate de un territorio con distribucion continua de la masa socioecondmica_en €l
contenida, se supone definida una cierta funcion de densidad: y = vy (r), en
dénde y es la densidad en un punto o lugar geografico cuyo vector de posicion
esr.

Por otra parte, se denomina "producto de inercia, momento centrifugo o
momento de inercia compuesto respecto a dos ejes perpendiculares entre si x
e y de un territorio A, a la suma algebraica de los productos de los elementos
de superficie (municipios) por las respectivas distancias a ambos ejes"”, que
designaremos por:

Ixy=IA x-y-dA=”A x-y-dx-dy=Z Ai-x-y

que opone una funcién subintegral rectangular frente al integrando cuadratico
de los momentos territoriales de inercia simples, ya definidos. También podria
denominarsele "momento de desviacion territorial", correspondiendo, la anterior
definicion, al de tipo superficial o geométrico.
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De hecho, tanto los momentos de inercia como los centrifugos de un
territorio serdn momentos de 2° orden. Evidentemente, si las superficies
territoriales analizadas no constituyen un sistema o0 espacio continuo sino
discreto (habida cuenta de la notoria heterogeneidad en la distribucién de las
masas), las anteriores sumas integrales pasaran a ser sumas algebraicas,

expresando el signo J' (integral) por su sustituto . (sumatorio), que es lo que

venimos haciendo en todos los casos.

Si se verifica la nulidad del momento territorial centrifugo anteriormente
definido, o sea:

hy =[xy dA=0=[[ x-y-dcdy=) Ax-y,

diremos que ambos ejes coordenados son "principales de inercia", pues a todo
producto: x - y - dA, le corresponde otro de igual valor absoluto y de signo
contrario. Es decir, que a un area elemental o municipal dA del territorio de
abscisa x le corresponde otra superficie infinitesimal igual de abscisa -x al otro
lado del eje de ordenadas, con lo que podremos enunciar que: "Dos ejes
territoriales son principales de inercia cuando son perpendiculares entre si y el
momento centrifugo respecto a ellos es nulo".

Fig. A-14.5. Ejes territoriales } :

principales de inercia. —_ - —64——‘1-*—-——1
|
|

Asi pues, si a un territorio determinado pudieran asimilarsele -con cierto
grado de aproximacion, habida cuenta de su configuracidon geométrica- dos
ejes de simetria, estos ejes serian "principales de inercia". Si dicho territorio
soélo tuviera un eje de simetria, este eje y su normal que pasase por el centro
territorial de masas serian "principales de inercia" y el momento territorial
centrifugo respecto a ellos resultaria nulo.

La unidad fisica de expresion de los productos territoriales de inercia
sera, normalmente, el Km4, o sea, la misma que la de los momentos
territoriales de inercia, pero con la diferencia notoria, respecto a éstos, de que
el resultado no tiene por qué ser siempre positivo, sino que puede ser una
cantidad negativa o nula, ya que x e y pueden ser negativos, positivos o nulos,
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mientras que en el caso de los momentos territoriales de inercia polares o
axicos, su magnitud resulta esencialmente positiva.

3. RADIOS TERRITORIALES DE GIRO
3.1. RADIO DE GIRO TERRITORIAL SUPERFICIAL O GEOMETRICO

intimamente ligado al concepto de "momento de inercia territorial" esta
el del "radio medio de giro". En las aplicaciones practicas de los estudios de
ordenacion territorial que nos honramos en propugnar, seran frecuentes y no
necesariamente odiosas las comparaciones entre los momentos de inercia
territoriales y el area total del propio territorio (municipio, comarca, region,
nacion); dichas relaciones nos conduciran a obtener, alternativamente, el radio
de giro territorial, que viene expresado por la raiz cuadrada del momento de
inercia respecto a un eje dividido por el area del territorio, asi:

pe=y/l./a = /[ y*dA/A = /ZAi-yzlA

con el siguiente significado:

le = momento territorial de inercia del territorio A con respecto a un eje cualquiera e

(km# 6 Mm4).
< pe = distancia al eje considerado del centro territorial de masas, supuesta aplicada

en dicho centro el area o superficie total del territorio (km.6 Mm.).

\_ A = area total del territorio analizado (km2 6 Mm?2).

En el caso normal de trabajar en un espacio discreto, el radio de giro
coincidira con la distancia en linea recta entre las capitalidades o centros de
masas de los territorios estudiados.

Paralelamente, los radios de giro o medios del territorio A respecto a
los ejes coordenados X e y se expresaran, respectivamente, por:

px =+ TA y p,= I, /A

Por ultimo, definiremos el "momento territorial medio" como el cuadrado
del correspondiente radio de giro, con lo que:

Iy medio = Iy /A =p 2

i = =052
Iy medlo—Iy/A—py
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3.2. RADIO DE GIRO TERRITORIAL MASICO O PONDERAL

En el caso de considerar al territorio como si se tratara de un sélido de
masa m (que representara, por ejemplo, la renta familiar disponible total), el
radio territorial de giro representaria, entonces, la distancia a la que habria que
suponer situada una masa unica de valor m para que tuviera el mismo
momento ecuatorial de inercia respecto de dicho eje territorial e. En este caso,
diremos que:

y el momento de inercia lg se habra tenido que calcular, entonces, a partir de
dicha masa m, y no en relacién al area A.

Idénticas especificaciones metodologicas podriamos realizar para el
caso de considerar a los ejes coordenados x e y. Efectivamente, en general, el
momento territorial de inercia masico o ponderal vendra dado por la adicién de
un numero infinito de sumandos, a saber:

1= mi-r2=Lb r2 - dm

, siendo los limites de integracion a y b los valores extremos que puede tomar
la distancia r. Al respecto, conviene realizar las siguientes puntualizaciones:

- EI momento de inercia masico o ponderal de un territorio A con
relacion a un punto o lugar geografico, es igual a la suma de los productos de
la masa de renta de cada punto por el cuadrado de la distancia al punto o lugar
geografico de referencia.

- El momento de inercia masico o ponderal de un territorio A con
relacion a un eje territorial, sera lo mismo que en el caso anterior, pero
computandose las distancias hasta dicho eje.

- El momento de inercia masico o ponderal de un territorio A con
relacion a un plano territorial, se definira de un modo analogo a los casos
anteriores, pero tomandose las distancias hasta el plano en cuestion (que
podria ser, v. gr., una superficie de nivel altimétrico).

Desde luego, conviene tener presente que el momento territorial de
inercia con relacion a un eje es igual a la suma de los momentos de inercia con
respecto a tres planos perpendiculares que pasan por dicho punto del territorio;
de manera que si en un territorio cualquiera consideramos un punto O como
origen de coordenadas, por el que pasan los tres ejes OX, OY y OZ,
perpendiculares entre si, el momento de inercia territorial con relacién a cada
uno de dichos tres ejes vendra dado respectivamente, por las expresiones:
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=2m; (2 +2%) =[ (2 +2%) - dm

|y=Zmi (x2 +z2)=jm (x2 + z2) - dm

z=2m (2 +y2) = (x2 + y2)-dm

habiendo generalizado el planteamiento del problema al espacio tridimensional,
si bien, normalmente, el Analisis Territorial convencional limitara su campo de
actuacion al plano o espacio afin bidimensional euclideo.

4. DETERMINACIONES USUALES
4.1. MOMENTOS ESTATICOS Y CENTROS TERRITORIALES DE MASAS

El momento estatico territorial de A respecto de un cierto eje y, que
supondremos forma parte de su contorno, o que es tangente a él, viene dado
por la expresion:

My =[] x -dx-dy=[" x-n -dx

Fig. A-14.6. Territorio dividido en n subintervalos.

donde los n; representan cada segmento de vertical de abscisa x comprendido

en el interior del territorio. Dividiendo, ahora, el intervalo cerrado [O, a] en un
numero par de subintervalos iguales de amplitud unitaria (PUIG, 1970):

h=aln , y siendo:

o, N1, M2, .-, Mj, .-, N, l0S segmentos de ordenadas interiores del territorio,

correspondientes a los puntos de division, podremos aplicar a continuacion
cualquiera de las férmulas aproximadas usuales de la Geometria métrica
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(Poncelet, Simpson, Newton-Coétes, Gauss, Tchébishev u otras) al calculo de
dicha integral.

Desde luego, el numero n de los puntos de division del intervalo es
arbitrario; pero cuanto mayor sea este numero tanto mayor sera la precision de
los resultados a obtener. Para determinar el numero de puntos de division que
se deben tomar para calcular la integral con un grado de precisién dado, se
pueden utilizar las formulas de evaluacion de los errores cometidos durante el
célculo aproximado de la integral (FRANQUET, 1990/91).

Empleando, v. gr., la formulacion de Simpson (que sustituye los arcos
de curvas por arcos de parabolas cuadraticas o cubicas), resultara:

Yo=Xo mMo=0
y1=X1-m1=h-n4
y2=2-hmy
Yn-1=(N-1) - h - M
yn=n'h'nn=0

De donde se tiene que:
My =h2/3[0+4'n1+2'2'nz+4'3'n3+2'4'n4+...+4(n-1)nn-1+0]
A=hl3[0+4-n +2-n,+4 - n,+2 ' n,+...+4-n  +0]

La distancia del centro territorial de masas al eje de ordenadas y sera,
pues:

4n,+22n,+43n,+24n,+..+4(n -,
4n,+2n,+4n,+2n, +...+4m,,

g=h

Analogamente, podemos hallar la distancia del centro territorial de
masas al eje x de abscisas, dividiendo o particionando el territorio en fajas
horizontales paralelas.

Si se trata de un territorio de configuracion geométrica asimilable a la
de un trapecio mixtilineo, como el que aparece representado en la figura
siguiente:
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- -
Fig. A-14.7. Territorio de configuracion jﬂ

trapecial mixtilinea.

y={(»)

~
Ay
<
=<
seed

, podemos también calcular el momento estatico respecto del eje x integrando
en la integral doble respecto a la funcion y, es decir, empleando la férmula
(PUIG, 1970):

My =[ [y - dx-dy=1/2["y? - dx
y aplicando a ella la formula de Simpson, resulta:
My =16 (yo2 +4y12 +2yp2 +4y32 +2ys2 +4ys2 + .. +yp?)

cuyo cociente por el area del territorio, como es sabido, nos dara la ordenada n
del centro territorial de masas, a saber:

H—1/2x Yi+A4yl +2yl + 4yl + 2yl + Ayl 4.+ Yl
Yo +4y, +2y,+4y, +2y, +..+4y, ,+VY,

considerando, también, que:
A=[ "y dx=[[ dx -dy,

desde el propio concepto de integral definida e integral doble, respectivamente.

Veamos, en fin, que el conocimiento o deduccidén, siquiera
aproximados, de la forma algebraica de la funcién real: y = f(x), que nos
determina el contorno del territorio en estudio, posibilita, incluso, el computo
mecanizado del area del mismo mediante el empleo de calculadoras cientificas
programables al respecto y existentes en el mercado. En cualquier caso,
también los software derivados del disefio asistido por ordenador (CAD) y
similares permiten la realizacién de los expresados calculos con precision y
rapidez.
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4.2. MOMENTOS TERRITORIALES DE INERCIA
a) Territorio rectangular:

Tendra, aproximadamente, una configuracion planimétrica del tipo:

Fig. A-14.8. Territorio aproximadamente rectangular.

Por definicion, el momento de inercia superficial o geométrico del
territorio con respecto al eje x que pasa por el centro territorial de masas, es:

= y?-da=["""b -y2-dy=b-n3/12
Del mismo modo, por analogia, se tendra que:

Iy=ij 2.dA=h-b3/12 , Y con respecto a la base:
|X|='[Ay2 -dA:J-Ohy2 bdy:bh3/3

En el caso particular de que b = h (territorio sensiblemente cuadrado):

lx=ly=b*/12 ; le=1y=b%/3

La "elipse principal de inercia territorial”, cuyo centro coincide con el
centro territorial de masas, tendra una ecuacion de la forma:

K2 = | .(t32+| -n2=b'h/12(h2§2+b2”r]2)=b3h3/12(§2/b2+n2/h2)
X y

, que constituye una elipse semejante a la inscrita en el rectangulo territorial. Se

puede afirmar, sin necesidad de efectuar calculo alguno, que el producto
territorial de inercia |xy es nulo por la simetria de la figura y, por lo tanto, de la

elipse.

Por otra parte, en el caso de un territorio rectangular, se tendra un
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"maodulo resistente territorial”, con respecto al eje x, de:
Wy=b-h3/12:h/2=b-h2/6

Ademas, siendo el momento de inercia polar g con respecto del centro
territorial de las masas socioeconomicas:

lg=b-h(®2+h2)/12

se tendra un modulo resistente territorial polar, con relacion a dicho centro
territorial de masas, de:

w. _ DN’ +h?)/12 _bh(b®+h?) bhy(b? +h?)
P J072)7+(hi2)?  6,J(b>+h?) 6

Se comprende, por otra parte, que en la praxis de la delimitacion
geofisica de un territorio cuya planta sea de configuracion aproximadamente
rectangular (por parte de la Administracion Publica competente al respecto), si

se disminuye el valor de la base b y aumenta, en la misma proporcion, el de la
altura h, se incrementara el valor de los momentos de inercia territoriales |y e

ly', contrariamente a lo que sucedera con Iy. Ello resultara de particular
importancia al considerar los "grados de conexion territorial" definidos en el
posterior epigrafe 13 del presente anexo de nuestra tesis, asi como su
incidencia en el equilibrio territorial, puesto que al aumentar el momento de
inercia disminuye la atraccion ejercida desde el eje territorial de referencia
considerado hacia el resto del territorio en estudio.

b) Territorio circular:

Tendra, aproximadamente, una configuracion planimétrica del tipo:

Fig. A-14.9. Territorio aproximadamente circular.

Por definicion, el momento polar de inercia superficial o geométrico I
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respecto del centro territorial de masas, dividiendo el circulo del territorio en
anillos de espesor dp, sera:

(Teniendo en cuenta que la ecuacion de la circunferencia, expresada
en coordenadas polares es: p = R).

o= p*-dA=[""2mp dp=n-d4/32=n-R4/2 ,ytambién:
lx=ly=n-d4/64=n-R4/4

, puesto que sumando los momentos territoriales de inercia respecto de dos
diametros rectangulares, resulta que: Iy + Iy = 2 Iy = 21y, = l,.

Del mismo modo, los moédulos resistentes territoriales con relacion al
eje x y el polar con relacién al centro territorial de masas, vendran dados,
respectivamente, por:

Wy=n-R3/4=7-d3/32 ,ytambién: Wg=n-R3/2=n-d3/16 ,

de lo que se infiere que: | W =2 - Wy

Una variante de la configuracién circular, mayormente aproximativa a la
realidad territorial, tenderia a considerar el perimetro del territorio en cuestion
como formado por bases rectas, configurando poligonos regulares
(pentagonos, hexagonos, octdégonos,...). Y asi, veamos que en el caso concreto
del hexagono, se tendra:

-\ul.‘

I, =5~3/16 - R4~ 05413 - R4 ,

Fig. A-14.10. Territorio de perimetro poligonal hexagonal.

, con un "maodulo resistente territorial", con respecto al mismo eje X, de:
W, = 5/8 - R3=0'625 - R3 .

En el caso del octogono, se tendra:
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IX=%' R4 ~ 06381 - R4 ,

y también: W, = 0'6906 - RS .

Flc .
Fig. A-14.11. Ternitorio de perimetro poligonal octogonal.

Veamos, por ultimo, que una deformacion de la planta circular puede
conducir a la configuracion eliptica asimilable de un territorio cualquiera, asi:

Fig. A-14.12. Territorio de planta eliptica.

, siendo 2a el semieje mayor y 2b el semieje menor, con unos modulos
resistentes territoriales respectivos, de:

Wyy = lyx /b=m-a-b2/4
- R
Wyy—lyy/a—n b-as/4

de los que pueden deducirse las relaciones genéricas:

a2 - Iyy = b2 - lyy y , también:

c) Ejemplos de aplicacion:

Como aplicacién sencilla e ilustrativa de los supuestos anteriores
(FRANQUET, 1990), calculemos ahora los momentos territoriales de Catalufia
y de la provincia de Tarragona, asimilando ambos territorios, respectivamente,
a un triangulo isésceles y a un rectangulo, tal como puede verse a continuacién
(se tratara, pues, de momentos estrictamente superficiales o geométricos):
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a) Caso de Cataluiia:

En el caso del conjunto de Catalufia, por tratarse de un territorio
triangular, se tendra un momento ecuatorial de inercia con respecto al eje X
gue pasa por el centro territorial de masas G (sito sobre la comarca del
"Solsoneés", y proximo a su punto de confluencia con las comarcas del "Bages"
y "Anoia"):

ly=b-h3/36=355x2533/36 =15.969 Mm% |
y con respecto al mismo eje, se tendra un médulo resistente territorial de:

Wy = b - h2 /24 = 35'5 x 25'32 / 24 = 946'8 Mm3 = 946.800 Km3

El momento de inercia con respecto al eje de la base que resulta ser,
en este caso, el eje NE-SW de la costa mediterranea, sera, como ya se ha
visto:

lpb=b-h3/12=3"-1, = 47.908 Mm4
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Fig. A-14.13. Momentos territoriales de inercia de Catalufa y de la provincia de Tarragona.

Por ultimo, el momento de inercia con respecto al vértice superior 0 del
Principado (que aqui se considera el extremo noroccidental de la comarca de la
Vall d’Aran, en los confines del término municipal de Bausén, segun el dibujo
anexo), vendra dado por:
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lg=b-h3/4=9"1,=143.724 Mm4

Obsérvese que en la asimilacion geométrica efectuada, el area del
territorio catalan sera de:

A=Db-h/2=355x253/2=44.907'5Km2 |,

superior en un 40,8% a la superficie real del Principado, que resulta ser
exactamente de 31.895,3 KmZ2. Al respecto, digamos que en trabajos de este
tipo debera procurarse ajustar al maximo el dibujo del poligono regular
sustitutivo a la superficie territorial real en estudio, al objeto de limitar, en la
medida de lo posible, la aparicién de notorias discrepancias métricas.

b) Caso de la provincia de Tarragona:

Por tratarse de un territorio de planta aproximadamente rectangular, se
tendra un momento de inercia de dicha provincia con respecto al eje X que
pasa por el centro territorial de masas G (sito sobre la comarca del "Priorat", a
escasos kildmetros al sur de la capital Falset):

ly=b-h3/12=54x1373/12 = 11.571.088 Km* = 1.157'11 Mm%
, con un modulo resistente territorial de:
Wy =b -h2/6=54x1372/6 = 168.921 Km.3 = 168'9 Mm3 .

El momento de inercia polar, con respecto al centro territorial de masas
G, sera:

_ 2 2 ' 17(5'42 72
IO=bh(bl2+h ):54><l37(iz4 +13'7 )=1.336'88 Mm4

con un modulo resistente territorial correspondiente de:

=181'57 Mm%

_bh+/b® +h®  54x13'7+/5'4” +13'7°
6

W
0 6

Asi mismo, con respecto al eje Y, se tendra:

L, =h-b3/12=137x543/12=179'77 Mm% |

y

mientras que, con respecto a la base o frontera con el Pais Valencia (eje X’), se
tendra un momento de inercia de:
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e =b-h3/3=5%x1373/3 =4.62844 Mm% |

correspondiendo, también, un radio de giro provincial superficial o geométrico,
con respecto a dicho eje, de:

px =/l /A =~/4.628'44[5'4x13'7 =791 Mm. = 79'1 Km.

Las restantes determinaciones a efectuar surgirdn de los propios
conceptos teoricos anteriormente explicados. De este modo, por ejemplo, el
momento territorial estatico (superficial o geométrico) de esta provincia con
relacion al eje-frontera meridional X’ con el Pais Valencia vendra dado por la
expresion:

MX-=jAy-dA=jO“y-b-dy=b-[y2/2]g=b-h2/2=

=54 -13'72 /2 = 506'76 Mm3 = 506.763 Km3 .

d) Tablas simplificadas de calculo:

Fig. A-14.14. Territorio de planta aproximadamente rectangular.

ly=b-h3/12 : ly=h-b3/12

En este caso, para entrar en la tabla siguiente, deben tomarse los
valores de b por h, y reciprocamente. Esto es:

924



ANEXO 14

b h en Km
&m0 5 20 25 30 3 40 as 50 5
10 { 833 | 2812 6e66| 13020| 22500 | 35720 | 3333 | 75937 | 104166 | 138646
15 [ 1250 | 4219 | 10000 | 19531 ] 33750 | 53595 | 80000 | 113906 | 156250 | 207969
20 [ 1667 se25 | 13333 20041 | 45000 | 71458 | 106666 | 151875 | 208333 | 277292
25 | 2083 | 7031 | 16667 | 32552 | 56250 | 89323 | 133333 | 189844 | 260417 | 346614
30 | 2500 | 8437 | 20000 39062 | 67500 | 107187 | 160000 | 227812 | 312500 | 415937
35 [2917 | 98as | 23333 | ass73| 78750 | 125052 | 186667 | 265781 | 364583 | 485260
a0 | 3333 | 11250 | 26666 | s2082| 90000 | 142016 | 213333 | 303750 | 416666 | 554583
a5 | 3750 | 12656 | 30000 | 58594 | 101250 | 160781 | 240000 | 341719 | 468750 | 623906
5o | 4167 | 14062 | 33333 | 65104 | 112500 | 178646 | 266667 | 319687 | 520833 | 693229
ss | 4583 | 15468 | 36667 | 71614 | 123750 | 196511 | 293333 | 417656 | 512917 | 762552
60 | 5000 | 16875 | 40000 | 78125 | 135000 | 214375 | 320000 | 455625 | 625000 | 831875
65 | 5417 18281 | 43333 | 84635 | 146250 | 232240 | 346667 | 493593 | 677083 | 901198
70 | 5833 | 19687 | 46667 | 91146 | 157500 | 250104 | 373333 | s3ise2 | 729167 | 970520
75 | 6250 | 31094 | 50000 | 97656 | 168750 | 267969 | 400000 | 569531 | 781250 | 1039843
80 | 6666 | 22500 | 53333 | 104168 | 180000 | 285833 | 426667 | 607500 | 833333 | 1109166
85 | 7083 23906 56 667 110667 191 250 303 698 453 333 645 469 885416 1178 489
90 | 7500 | 25312 | 60000 | 117187 | 202500 | 321562 | 480000 | 683437 | 937500 | 1247812
95 [ 7917 | 2678 | 62333 | 123698 | 213750 | 339427 | s06667 | 721406 | 989583 | 1317135
100 | 8333 | 28125 | 66666 | 130208 | 225000 | 357292 | 533333 | 759375 | 1041667 | 1386458

Tabla A-14.1. Momentos de inercia de territorios aproximadamente rectangulares (km4)
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h en Km b
60 65 70 75 80 85 90 oo |tk
180 000 228 854 285833 351 562 426 667 511771 607 500 833 333 10
270 000 343 281 428 750 527343 640 000 767 565 911250 | 1250000 15
360 600 457 708 571 667 703 125§ §53333 | 1023542 | 1215000 | 1666666 | 20
450 000 572138 714 583 878906 | 1066667 | 1279427 | 1518750 | 2083333 25
540 000 686 563 857500 | 1054687 | 1280000 | 1535312 | 1822500 | 2500000 30
630 000 800990 | 1000416 | 1230468 | 1493333 | 1791198 | 2126250 | 2916667 35
720000 915417 | 1143333 | 1406250 | 1706667 | 2047083 | 2430000 | 3333333 | 40
810000 | 1029844 | 1286250 | 1528031 | 1920000 | 2302969 | 2733750 | 3750000 | 45
900000 | 1144271 | 1429167 | 1757812 | 2133333 | 2558854 | 3037500 | 4166667 S0
990000 | 1258698 | 1572083 | 1933533 | 2346667 | 2814739 | 3341250 | 4583333 53
1080000 | 1373125 715000 | 2109375 | 2560000 | 3070625 | 3645000 | 5000000 | 60
1170000 | 1487552 | 1857917 | 2285156 | 2773333 | 3326510 | 3948750 | 5416667 | 65
1 260 000 1601979 2000833 2460937 2986 666 3582396 4252500 5833333 70
1350000 | 1716406 | 2143750 | 2636719 | 2200000 | 3838281 | 4556250 | 6250000 75
1440000 | 183083 | 2286667 | 2812500 | 3413333 | 4094167 | 4860000 | 6666667 80
1 530000 1945 261 2429 583 2988 285 3626 667 4.350 052 5163750 7083333 85
1620000 | 2059688 | 2572500 | 3164062 | 3K40000 | 4605937 | 5467500 | 7500000 | 90
1710000 | 2174115 | 2715416 | 3339844 | 4052222 | 4861823 | 5771250 | 7916667 | 95
1800000 | 2288542 | 2858333 | 3515625 | 4266667 | 5117708 | 6075000 | 8333333 | 100
Tabla A-14.1'(Continuacion). Momentos de inercia de territorios aproximadamente
rectangulares (km*)
En el caso de wun territorio de configuracion planimétrica

aproximadamente circular, se tendria la siguiente tabla simplificativa de los

calculos a efectuar:
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k=n-R*/4=1

Fig. A-14.15. Territorio de planta aproximadamente circular.

2R L=y 2r =1l 2nr L= 1 2R =1y
20 7854 40 125 664 60 636172 80 2010619
21 9 547 41 138 709 61 679 651 81 211305t
22 11 499 42 152745 62 725332 82 2219 347
23 13 737 43 167820 63 773272 83 2329 605
3 16 286 44 183984 64 3550 84 2443920
33 19175 45 201 289 65 876 240 85 2562392
2 22432 46 219 787 66 931 420 86 2685 120
27 26 087 47 239 531 67 989 166 87 2812205
28 30172 48 260 576 68 1049 556 88 2943 748
29 34719 49 282979 69 1 112 660 89 3079853
30 39 761 50 306 796 70 1178 588 90 3220623
31 45333 51 332086 71 1247393 91 3366 165
32 51472 [3) 358 908 72 1319167 92 3'516 586
33 58214 53 387323 73 1393995 93 3671992
34 65 597 54 417393 74 1471963 94 3832492
35 73662 55 449 180 75 1553156 95 3998 198
36 82448 56 482750 76 1637662 96 4169220
37 91 998 57 518 166 77 1725571 97 4345671
38 102 354 58 555497 78 1816972 98 4 527664
39 113 561 59 594 810 79 1911967 99 4715315

Tabla A-14.2. Momentos de inercia de territorios aproximadamente circulares.
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e) Territorio de forma triangular:

Fundamentalmente, como ya se ha visto con anterioridad, nos
encontraremos en este caso al tratar de estudiar la asignacién o afectacion
global de los triangulos intercomarcales o interregionales a su territorio de
pertenencia (ver el apartado 7 del anterior Capitulo 7, asi como el apartado 1
del Anexo 13).

De una manera simplificada, se tendra una configuraciéon planimétrica
del tipo:

—%

— u

Fig. A-14.16. Territorio aproximadamente triangular.

El momento ecuatorial de inercia con respecto al eje X-X’, que pasa por
el centro territorial de masas, viene dado por la expresion:

ly=b-h3/36.

Por aplicacion del teorema de Steiner, que estudiaremos
seguidamente, se tendra que el momento de inercia del territorio triangular con
respecto al eje de su base, sera:

lb=b-h3/36+b-h/2-(h/3)2=b-h3/12

Del mismo modo, el momento de inercia de dicho territorio respecto a
su vértice superior O, sera:

lg=b-h3/36+b-h/2-(2h/3)2=b-h3/4,

y asi procederemos sucesivamente para la determinacién de los restantes
momentos territoriales de inercia respecto de los demas vértices o ejes
territoriales.

Por ultimo, veamos que el mddulo resistente territorial con respecto al
mismo eje X-X’, vendra dado por la siguiente expresién:
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Wy = Iy / dmax. = (b -h3/36): (2h/3)=b - h2/24

f) Territorio de forma irregular:

Sera el caso general o normal que nos encontraremos en los estudios
de Ordenacién Territorial. Para su eficaz resolucion, podemos suponer
concentrada toda el area (o la masa de renta) del territorio en su centro de
gravedad conocido, bien por tratarse del centro urbano de su capitalidad
territorial o sede institucional, bien por haberse determinado por los
procedimientos indicados en el ejemplo desarrollado para Catalufia.

Para ello, se divide la superficie del territorio (dibujada a escala sobre
un plano o mapa del mismo) mediante rectas paralelas al eje con respecto al
cual se pretende determinar el momento territorial de inercia. Ello debe
realizarse en k fajas suficientemente estrechas como para que puedan

considerarse, a efectos practicos, como rectangulos yuxtapuestos; del dibujo se
deducen las areas f; de dichas fajas, asi como las distancias y; de sus centros

de gravedad al eje territorial e, disponiéndose el calculo subsiguiente en forma
tabular y formandose la suma:

Para que este meétodo resulte operativo y no origine un error de
medicion apreciable, es preciso que las franjas de territorio sean tan estrechas
que el momento de inercia de cada una de ellas, con respecto a la paralela al
eje que pasa por su propio centro de gravedad, esto es:

b-h3/12=fh2/12
sea despreciable en comparacion con el producto: y2 - f.

Si hay una proporcién importante del territorio -o varias- de la cual
puedan determinarse faciimente: el area f, la ordenada yg del centro de

gravedad y el momento de inercia Ig (con respecto a la paralela al eje que pasa
por su centro de gravedad o de masas), no habra que dividir dicha porcién
territorial en fajas paralelas, pero en la adicion total, en vez del producto: y2 - f,
debera considerarse la expresion: yS2 -f + g, que resulta como consecuencia

de la aplicacion, a este caso, del teorema de Steiner, que veremos en el
siguiente epigrafe de nuestro estudio.

Asi mismo, si se tiene un territorio cuyo centro de masas de renta G no
nos es conocido todavia, y hay que determinar su momento territorial de inercia
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con respecto a un eje paralelo a una direccion dada (por ejemplo: una via
importante de comunicacion terrestre) y que pase por dicho punto G, se
empezara por calcular, como se sabe, el momento de inercia para una paralela
cualquiera al eje, y luego se reduce dicho momento al eje que pasa por G
restandole el producto:

F-yg2 , siendo:

F = superficie total del territorio (Km?2).
yg = distancia del centro territorial de masas de renta al eje

provisional (km).

5. MOMENTOS TERRITORIALES DE INERCIA CON RELACION A EJES
PARALELOS

Determinaremos dichos momentos de inercia por aplicaciéon de los
teoremas y férmulas de Steiner, de gran utilidad en la Mecanica Fisica
(PEREZ, 1976), puesto que estos casos también pueden presentarse, con

cierta frecuencia, en los estudios de Ordenacién Territorial. Ello nos permitira
calcular los momentos territoriales de inercia axicos o ecuatoriales |y e Iy', el

momento territorial de inercia polar Ig y el momento centrifugo |xy” respecto a
los ejes de un sistema coordenado rectangular, en funcién de los momentos |E;
In e I;m respecto a otros ejes paralelos a los anteriores con origen en el centro

de masas G del territorio A:
a) Momentos de inercia relativos a ejes paralelos:

Sean a y b las coordenadas del centro de masas G del territorio A
respecto al sistema de coordenadas cartesianas rectangulares OXY, y r = OG.

"4

Fig. A-14.17. Momento de inercia relativo a ejes paralelos.
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Las coordenadas del elemento infinitesimal de superficie dA son:
Xx=a+¢§ e y=b+n,

siendo § y n las coordenadas del elemento respecto al sistema G £ n que
contiene al centro de masas del territorio estudiado.

Por definicion, el momento de inercia del territorio respecto al eje Ox
viene dado por:

k=] y2-dA=[ (b+m)? dA=[ b2-dA+[ n2-dA+
+jA 2b-n-dA=b2jA o|A+jA nz-dA+2bJ‘A n-dA =
=b2 A+l =y

al ser: L\ dA = A el area total del territorio, IA n2 -dA = Ig el momento de
inercia respecto al eje Gn, y: _[A n - dA = 0, por ser el momento estatico de la

superficie del territorio respecto al eje Gn que contiene su centro de gravedad
(ver epigrafe 1 de este mismo Capitulo).

Del mismo modo, con respecto al eje Oy, se cumplira que:
= 2.A= 2.
Iy In+a A In+a m
, para los casos superficial o ponderal, respectivamente.

Estas formulas dan origen al que podriamos denominar “teorema del
eje paralelo territorial”, a saber:

El momento de inercia de un territorio respecto a un eje fijo cualquiera
gue no pase por su centro de masas es igual al momento de inercia respecto a
otro eje paralelo a él que pasa por su centro de masas mas el producto del
area (o de la masa de renta, poblacion, ...), por el cuadrado de la distancia
entre ambos ejes.

De todo lo expuesto también se deduce que el radio medio o de giro
respecto de un eje territorial cualquiera vendra dado por la hipotenusa de un
triangulo rectangulo cuyos catetos son, respectivamente, el radio de giro del eje
paralelo que pasa por el centro territorial de las masas socioeconomicas y la
distancia geogréfica entre ambos ejes.

b) Momento de inercia polar:
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Sumando miembro a miembro las expresiones anteriores, obtenemos:
lo=Ix+ly=lg+Iy+ (@ +b2)A=Ig+r?-A
que puede traducirse en el siguiente teorema:

El momento de inercia polar de un territorio respecto a un polo O es
igual al momento de inercia polar respecto a su centro de gravedad mas el
producto de su area por el cuadrado de la distancia existente entre Oy G.

El centro territorial de masas queda, pues, caracterizado por la
circunstancia de que, para él, el momento de inercia polar del territorio es un
minimo (FRANQUET, 1990/91).

Existe también una relacion de correspondencia entre los radios de giro
de un territorio con respecto a los ejes paralelos, uno de los cuales pasa por el
centro territorial de masas. Asi,

Px2 = paZ +p2
py2 = pn2 + a2 0 bien: p02 = pG2 + 12
¢) Momento de inercia compuesto:

El "momento centrifugo del territorio" respecto a los ejes OX y QY es:

hy =], X'y dA=[ (¢+a) (n+b) dA=
=[ m'g-dA+a | mn-dA+b[ t-dA+a-b[ dA

Si los ejes Of y On son principales de inercia (ejes de simetria), se
tendra que:
'§n=fA £-n-dA=0, luego: Iyy =a - b - A
6. MOMENTOS TERRITORIALES DE INERCIA CON RELACION A EJES

CONCURRENTES GIRATORIOS

Vamos ahora a relacionar los momentos territoriales de inercia
respecto de ejes concurrentes que forman cierto angulo con los ejes iniciales
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de referencia, por aplicacién del conocido Teorema de Poinsot’.

Sean Iy e ly los momentos de inercia de un territorio A respecto a los
ejes rectangulares OX y OY, e IXy su momento centrifugo respecto a los

mismos ejes.

Calculemos ahora el momento de inercia I, del territorio respecto a otro

eje Ou que esta definido por el angulo a que forma con el eje OX en funcion de
Iy, Iy € Ixy-
Py =Xy

Comoresultaque:u=O_IVI=O_P+w=x-COSOL+y-senoc
v=C_M=C_N—m=y-c03a-x-sena
y sustituyendo estos valores, obtenemos:
- 2. d4A = : - 2.dA =
Iy J-A v4 - dA L\ (y-cosa-x-sena)--dA
= cos2 2. 2 2. dA - : v -
COS4 o _[A y4 - dA + sen“ a _[A x4 -dA-2sena-cosa _[A x-y-dA
De donde se deduce que:
Iu=Ix-coszoc+Iy-sen2a-lxy-sen2a

(realizaremos idénticas consideraciones para los momentos territoriales
ponderales 0 masicos)

Fig. A-14.18. Momento de inercia relativo a ejes concurrentes giratorios.

Analogamente, con respecto al otro eje Ov, se tendra que:

! Podemos también determinar el momento de inercia territorial con respecto a un eje comunicativo
cualquiera en funcién de los momentos de inercia con respecto a tres ejes de referencia dados. La
expresion que se obtiene se conoce, en la dinamica del s6lido rigido, como Teorema de Poinsot.

933



UNA CONCEPCION MECANICA DEL TERRITORIO

IV=.[A u2-dA=IX-sen2cx+Iy-cosza+lxy-sen2cx

y de igual forma, el valor del producto de inercia o momento territorial
centrifugo, sera:

|
|uv=_|.A u-v-dA=% sen 2a + lyy - COs 2a

Si sumamos las dos igualdades anteriores, se verifica:

Ix + ly = Iy + ly enunciandose, consecuentemente, que "el momento de inercia

polar es invariante en toda rotacion de los ejes". Ello nos permitira, en fin, el
conocimiento del momento de inercia del territorio al girar alrededor de
cualesquiera de los infinitos ejes que pasan por su centro de masas (PEREZ,
1976).

7. EJES TERRITORIALES PRINCIPALES DE INERCIA

Reciben el nombre de "ejes principales de inercia" de un cierto
territorio, dos direcciones Of y Omn, perpendiculares o normales entre si,
respecto a las cuales los momentos de inercia del territorio son maximo vy
minimo, respectivamente (correspondiendo a la atraccion econdémica minima y
maxima en relacion a dichos ejes territoriales, como tendremos ocasion de
desarrollar posteriormente).

Para determinarlos, bastara con hallar los valores de o que hagan
maximo o minimo al momento de inercia I, lo cual se consigue despejando o

de la ecuacion que resulte al igualar a cero la derivada de |, respecto a la
variable independiente a; es decir (condicion necesaria o de primer grado):

dly/da=-2ly-sena-cosa+2ly-sena-cosa-2-ly, - cos2a=0
Por relaciones trigonométricas, se tiene que:
- Iy - sen 2a. + Iy - sen 2a. = 2 Iy, - cos 2a ; sacando factor comdn:

sen 2a (ly - Ix) =2 - Iyy - cos 2a , de dénde:

tag 2o =— I = 2l

Esta ecuaciéon suministra dos valores para a: ag y ag + 900, que

definen dos direcciones perpendiculares entre si, denominados ejes principales
de inercia; de los cuales uno hace maximo a |, y el otro lo hace minimo (como

puede comprobarse en el calculo de la condicion suficiente o de 2° grado).
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La misma relacion se obtiene si igualamos a cero la derivada de |, con
relacion a o; es decir, dl,,/da =0.

Los momentos correspondientes a estas direcciones se denominan
momentos principales y los designaremos por Ig e In.

Si hubiéramos elegido como ejes coordenados los principales de

inercia O y On, el primer miembro de la ecuacion anterior seria nulo, lo cual
exige que el numerador del segundo miembro Iin debe ser también nulo

(PEREZ, 1976).

Los ejes principales de inercia estan pues caracterizados por la
propiedad de ser el momento centrifugo respecto a ellos nulo ('&n = 0), siendo
ademas perpendiculares entre si.

Asi, si un territorio tiene un eje de simetria, éste y su perpendicular son
principales de inercia, pues el momento centrifugo respecto a ellos es nulo.

8. MOMENTOS TERRITORIALES PRINCIPALES DE INERCIA

Calculemos ahora los momentos principales de inercia Ig e In en
funcion de Iy, ly e Iy, en el caso de un territorio cualquiera.

Segun las formulas anteriores, si en lugar de dos ejes genéricos x e Y,
se toman como referencia los ejes principales OE., y On, e indicando con OX 'y

OY los ejes mdviles, las ecuaciones anteriores se transforman, teniendo en
cuenta que lin =0, en las siguientes (PEREZ, 1976):

( Iy =le - cos2 a_+ 1., - sen?
X~ o M 0

< ly= le - sen? o+l - cos? o,

L Iy BT sen 2o,

De las dos primeras ecuaciones anteriores, obtenemos:

Iy + Iy = Ig + In
Iy -y = (In - Ia)-cos 2a,

Se trata de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que,
resueltas, teniendo en cuenta al simplificar las expresiones trigonométricas:
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o _1-cos 2a, ” _1+cos2a, _
sen< o, = —2 y cos oco——z dan:
I+ I —1
- X y y
g = > + > sec 2%
o+ 1 I -1
- X y X y
n= > — > sec 2a0

I
Ahora bien, como: sec 20, =/1+ tag * 20, =, |1+ | ———
I —1,/2

valor que substituido en las ecuaciones anteriores, las transforman en:

2
I, + | I, -1 y
= 4 ( ; y] +12, , y también

férmulas que nos determinan los momentos de inercia principales maximo y
minimo, respectivamente, para el territorio en cuestion.

9. TRAZADO GRAFICO: CIRCULO DE MOHR-LAND

El trazado del circulo de inercia de Mohr-Land?, de gran utilidad en la
Mecanica Fisica, facilita otrosi la resolucion numérica de los problemas sobre
los momentos de inercia territoriales.

Las ecuaciones anteriores transformadas en (PEREZ, 1976),

2 Circulo de Mohr: Lugar geométrico de los extremos del vector tensién referido a sus componentes
normal y tangencial, que actlan sobre los planos paralelos a una direccion principal. Referido a sus
componentes cartesianas, el vector tension describiria una elipse principal del elipsoide de tensiones.
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( L+1 1, -1
ly = éz L+ ——-cos 2a,
I, + 1 I, -1
< ly = 52 no_ S L -cos 2a,
by =te 2
=——Sen 2o
.Y 2 °

nos sugieren una sencilla representacion grafica por el modo de variar ly, Iy e
Iy al variar el angulo ag que forma el eje OX con el eje O, ya que si se
consideran Iy e ly, como abscisas e Iy, como ordenada de un punto en un

plano, las ecuaciones ultimas son las ecuaciones paramétricas de un circulo
cuyo centro C esta sobre el eje de abscisas a una distancia:

|, + e Iy

|
T“ del origen O, y cuyo radio es igual a:

Efectivamente, trazando este circulo y la recta CM que forma el angulo
2a,, con el eje de abscisas, la ordenada y la abscisa del punto M satisface a las

ecuaciones anteriores.

Fig. A-14.19. Circulo territorial de Mohr-Land.

El angulo o, caracteriza las direcciones principales; entonces tomamos:
Iz = Imax. € Iy = Imin, transformandose las expresiones mencionadas en las
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siguientes:

min

IX - max + min + Iméx - COS 20('()
2 2

I, = max min_ _ _ méx 5 Imin - COS 2a.

) | .
lyy = M0 - sen 2a
S 2 0

Para o, = 0°y o = 90° (/2 radianes) se obtienen los puntos A y B,
para los que la abscisa se hace maxima y minima, respectivamente, e igual a:

OA=1lg = Imax ¥ OB =l = Imin, mientras que la ordenada, o sea Iz, se
anula.

Para el caso particular o9 = 45° (n/4 radianes) o ag = 135° (3n/4

radianes) se obtienen los puntos D y D' para los cuales la ordenada
correspondiente, o sea |xy, es maxima e igual a:

len = > , mientras que: Iy =1ly =

Problema inverso:

Como en las aplicaciones territoriales puede ser interesante determinar
los momentos principales Ié e In, asi como las direcciones principales en

funcion de los momentos Iy, Iy e |xy respecto a los ejes ortogonales X e Y,

veremos, a continuacion, la construccion inversa.

Dados u obtenidos Iy e Iy, se toman sobre un eje orientado: OH = Iy y
OH' Iy A partir de H y perpendlcularmente IIevamos HM = IXy Tomando

como centro C (punto medio del segmento HH') y radio CM trazamos el circulo
que cortara al eje orientado en los puntos Ay B, tal que:

R — — ——\2
i 00+ =00+ = SO OFLOR '
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2
- — Iy +1 Iy =1
Imin = OB = OC - CB == y‘/[xz y} * Iy

Como ap es el angulo que forma con una de las direcciones

principales, éstas quedan perfectamente definidas con las rectas
perpendiculares BM y BM' (direcciones principales).

Veamos, por ultimo, que el momento de inercia axial para un eje de

gravedad es un minimo entre todos los momentos territoriales de inercia para
ejes paralelos. Si 11 y Io son dos momentos de inercia de los territorios de

masas de renta respectivas mq y mo, referidos a dos ejes de gravedad

paralelos, el momento de inercia del territorio formado por ambos con respecto
a su eje de gravedad paralelo, sera:

m,-m
l=lq+lp+e2 - —1 2
m,+m,

en donde e es la distancia entre los ejes de gravedad paralelos de las dos
masas de renta de ambos territorios.

10. EL TENSOR TERRITORIAL DE INERCIA

Generalizando las teorias expuestas al espacio tridimensional, veamos
cdmo los momentos territoriales de inercia respecto de todos los ejes que
pasan por un punto cualquiera del territorio, quedaran sencillamente
relacionados por una ecuacion del tipo:

I=IX-coszoc+Iy-0032B+IZ-coszy-Zcosoc-cosB-IXy-
-2C0s 0. - COSY - lyz-2c0Sf-cosy:lyz

donde ly, ly e I representan los momentos de inercia territoriales respecto de
los tres ejes coordenados, mientras lyy, lxz; € ly; seran los productos

territoriales binarios de inercia respecto de los pares de planos coordenados.

Ello indica que las nueve componentes o elementos de la matriz
cuadrada simétrica o "matriz de inercia" siguiente:
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Iy ) Ixy - Ixz
- Ixz -lyz Iz

bastan para definir el momento territorial de inercia respecto de un eje
cualquiera que pasa por el punto o lugar geografico en cuestion. Nos hallamos
en presencia, pues, del tensor territorial de inercia, que viene a completar o a
sustituir el concepto de “momento de inercia territorial” que hemos introducido
anteriormente.

Por otra parte, si se elige el origen de coordenadas justamente en el
centro territorial de masas, de tal forma que los tres ejes coordenados ocupen
los tres ejes de simetria del territorio en estudio (considerado como un solido
de masa econdmica m), resultara que los productos territoriales de inercia
(momentos centrifugos) se anularan, puesto que las masas econdmicas se
hallan uniformemente distribuidas alrededor de dicho centro. De este modo, el
tensor inercial territorial quedara diagonalizado, asi:

Iy 0 0
[11=] 0 ly 0
0 0 l,

, cuyos elementos de la diagonal principal son los valores propios, autovalores
o raices caracteristicas o latentes de la expresada matriz de inercia.

Los momentos principales territoriales de inercia, en definitiva, lo son
alrededor de los ejes territoriales que cumpliran las siguientes condiciones:

- ser perpendiculares entre si.
- tener el origen en el centro territorial de masas de renta.

- tener distribuida la masa econdmica, alrededor de ellos, de un modo
regular y simétrico.

Desde luego, en la practica del Andlisis Territorial, se trabajara
normalmente en un espacio bidimensional, con lo que el tensor inercial
territorial sera, simplemente, una matriz cuadrada de dimensiones 2 x 2.

La aplicacion al Analisis Territorial que acabamos de exponer, ofrece
una idea de la génesis fisica del concepto de "tensor". Desde el punto de vista
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estrictamente matematico, el tensor es un ente abstracto formado por nueve
componentes (en el espacio afin euclideo E3), pero desde el punto de vista
fisico o econdmico, el tensor aparece como un conjunto de infinitos vectores
concurrentes (tensiones fisicas o econdémicas), relacionados de tal modo que
es posible expresarlos todos linealmente en funcion de tres de ellos. Tratase,
en definitiva, de una funcidn vectorial lineal, de coeficientes cosenos
directores. En el caso de los tensores de segundo orden, como los que aqui
hemos presentado, se trata de un trinomio vectorial lineal, pudiéndose
generalizar el concepto a matrices de mayor numero de elementos.

Si imaginamos, ahora, la "deformacion" de un territorio producida por
efecto de un conjunto de fuerzas econémicas exteriores al mismo (ver posterior
epigrafe 13.3.2), podran engendrarse en su seno esfuerzos elasticos que
tienden a equilibrar dichas fuerzas. Pues bien, en el tensor territorial resultante,
la transformacién que le caracteriza matematicamente como tal resultara
exclusivamente como consecuencia de una relacidén vectorial lineal, al margen
de la significacion econémica de los vectores. De hecho, siempre que un
fenomeno de actuacion o influencia econdémica sobre un territorio venga
definido por una radiacion de vectores relacionados linealmente en un sistema
ortogonal, podremos representar matematicamente el susodicho fenémeno por
medio de un tensor (PUIG, 1970).

11. ELIPSES TERRITORIALES DE INERCIA

Determinaremos, ahora, el momento de inercia de un territorio A
respecto a cierto eje OL que pasa por un punto o polo O tomado como origen
de coordenadas. Sea ¢ el angulo formado por la recta OL con la direccidon
positiva del eje de abscisas OX (ver fig. A-14.20).

La ecuacion normal de la recta OL, es (PUIG, 1970):
x-senp-y-coso=0.
La distancia r de un punto cualquiera M (x,y) a esta recta es igual a:
r=Ix-seng-y-cosol.

El momento de inercia lg del territorio A en relacién a la recta OL,

segun las definiciones que ya hemos dado, se expresara mediante la integral
doble (caso superficial o0 geométrico):

|e=”A r2-dx-dy=”A (x-sen(p-y-cos(p)2dx-dy=
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=sen2(p-”A x2-dx-dy—23en(p-cos(p-”A Xy - dx - dy +
+cosch-HA y2-dx-dy=ly-sen2<p-2IXy-sen(p-coscp+IX-cosch=

= IX+(Iy-IX)-senZ(p—IXy-sen&p .M

Dividiendo todos los términos de esta ecuacion por lg, obtendremos:
2 2
COS ¢ sene || cos ¢ seng
I=1|—| —21, +1 | — (2)
(ﬁj (WIWJ (WJ

Tomemos, ahora, en la recta OL un cierto punto N(X,Y), tal que se
cumpla que:

ON=1/,/1,

Distintos valores de lg y diferentes puntos N corresponden a varias

direcciones del eje OL, es decir, a diferentes valores del angulo ¢. Hallemos el
lugar geométrico o geografico de los puntos N del territorio en estudio. Es
evidente que:

X=LCOS(|) , Y=Lsen(p.

\/ I e \/ I e
En virtud de la igualdad (2), las magnitudes X e Y se hallan ligadas
entre si por la relacion:
1= 1 X221y XY + 1y - Y2 (3)

De este modo, el lugar geométrico de los puntos N (X,Y) es la forma
cuadratica igualada a cero o curva de segundo grado u orden representada
mediante la expresion anterior.

Para proceder a la demostracion de que dicha curva es una conica del
género elipse, partiremos de la denominada "desigualdad de Buniakovski-
Schwarz", a saber:

[[, Fxy)-2-oxy2-dx-dy>0

donde A es una constante. El signo de igualdad puede tener lugar sélo en el
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caso en que:
f(x,y)-A- o (x,y)=0, es decir, cuando:
fFxy) =219 (xy) .
Si suponemos que:

f(x.y)

=cte. = A,
(X, y)

siempre tendra lugar el signo de desigualdad. De este modo, abriendo los
paréntesis bajo el signo de integral, obtendremos:

”A f2(x,y) - dx - dy - 2xjjA f(x,y) - @(x,y) - dx -dy + 12 jjA ©2(x,y)- dx - dy > 0

Analicemos, ahora, la expresioén del primer miembro como una funcién
de A. Se trata de un polinomio de segundo grado que jamas se anula. Por
tanto, sus raices son numeros complejos, o que puede tener lugar sélo en el
caso de que el discriminante formado por los coeficientes del polinomio
cuadratico sea negativo, es decir:

[([], foxy) - o(xy) - dx-dy)?-[[ f2(cy)-dx-dy - [[, 9(xy) dx-dy] <0, 0
bien:

(J, oY) o0xy) - dx-dyP <[[ Roy)ydx-dy- [[ o2(xy) dx-dy

que constituye la mencionada desigualdad de Buniakovski-Schwarz (**), cuya
mayor especificacion conceptual puede verse al final del presente capitulo de
nuestra tesis.

En nuestro caso, se cumple que:
f(xy)=x ; o(xy)=y ; x/y=cte. |,

por lo que se tendra que:
(”A x-y-dx-dy)2<(J‘J‘A x2-dx-dy)-(.|"|'A y2-dx-dy),obien:

Al respecto, debe considerarse que el discriminante de la conica
representada en la ecuacion (3), a saber:
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g=lx X2-21 X Y+l ¥2-1=0,

vendra dado por el determinante simétrico de tercer orden:

IX 'Ixy 0
- = lo- |+ w2 <
0 0 -1

luego se trata de una conica no degenerada del género elipse.
Como también:
21,21, <0,

se trata de una elipse real, cuyo centro viene dado por las soluciones del
sistema de ecuaciones:

dg/dx=0 ; 86g/dy=0 ; estoes:

, que es un sistema homogéneo y compatible, que admite la unica solucion
impropia o trivial:

x=y=0.

Por otra parte, la ecuacion reducida de dicha "primera elipse territorial
de inercia", vendra dada por la expresion:

S1-X2+S1:-Y2+1I3/1'9=0,
siendo Sq y S9 las raices o soluciones de la ecuacion de 2° grado:
S2-11-S+1I'p=0, dénde:

P1=1Ix+1y=1lo (invariante métrico o lineal).

2

Py =1lx - 1y —lyy (invariante afin o cuadratico).
Ps=-1Ix- Iy + Ixy2 =-1, (invariante proyectivo o cubico).

Con ello, la ecuacién reducida de la elipse territorial de inercia buscada
sera del tipo:
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S1X2+8y¥2=1.

La nocidon de elipse territorial de inercia puede tener gran
trascendencia en el Analisis Territorial (FRANQUET, 1990/91). Notemos que
las longitudes de sus ejes y su posicion en el plano dependen de la forma o
configuracion del territorio. Como la distancia entre el origen de coordenadas y
un punto arbitrario N de la elipse es igual a:

ON=1/,/1,

donde I es el momento territorial de inercia respecto al eje ON, resultara que,

al construir la elipse, sera facil calcular el momento territorial de inercia
respecto a una recta cualquiera que pase por el origen de coordenadas. En
particular, es inmediato comprobar que el momento territorial de inercia es
maximo respecto al eje menor de esta elipse, y minimo respecto a su eje
mayor. Sus ejes, en fin, coinciden con los ejes principales de inercia del polo O
(ver el epigrafe anterior 7).

La elipse correspondiente al centro territorial de masas, recibira la
denominacion de "elipse central del territorio".

Por otra parte, calculando el "radio medio o de giro" (definido en el
epigrafe 3) correspondiente a los momentos territoriales de inercia referidos a
ejes que pasen por un polo O, y trazando rectas paralelas a dichos ejes, la
envolvente de ellas constituye la segunda elipse territorial de inercia (dichas
dos elipses seran semejantes y estaran semejantemente colocadas).

Si sobre el primer eje principal, de los que pasan por el centro territorial
de masas de renta o de poblacion, se toma a ambos lados del mismo una
cierta longitud, se obtienen los focos territoriales de inercia. Los momentos
territoriales de inercia con respecto a todas las rectas que pasan por ellos
tienen el mismo valor; la elipse se convierte, pues, en un circulo territorial de
inercia.

Valiéndose de los mencionados focos de inercia, podremos determinar
inmediatamente, para cualquier punto o enclave del territorio, las direcciones
de los dos ejes principales territoriales de inercia: seran las bisectrices de los
angulos que forman los dos radios que partiendo de dichos focos se dirigen al
punto de referencia.
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Ay N/t

Fig. A-14.20. Elipse territorial de inercia (I). Fig. A-14.21. Elipse territorial de inercia (Il).

12. CALCULO MECANICO DE LOS MOMENTOS TERRITORIALES

En general, en el calculo de los momentos territoriales estaticos y de
inercia, debe actuarse del siguiente modo:

a) Tomar los elementos de referencia, como los ejes (geogréficos,
administrativos, vias de comunicacion...) o los puntos del territorio (centros de
masas, capitalidades territoriales...) y también las coordenadas geograficas
UTM que posibiliten los calculos mas sencillos.

b) Referir a esos momentos territoriales de inercia, mas simples, los
demas que se precisen, mediante los teoremas demostrados como aplicacién
de la Mecanica Fisica (Poinsot y Steiner).

c) Agrupar los elementos equidistantes del punto (POLO) o eje
respecto del cual se esta calculando el momento territorial que nos ocupa.

d) Se traza, sobre un mapa o plano del territorio suficientemente
preciso, una franja representativa y su rectangulo genérico correspondiente.

e) Se efectua el producto del area del rectangulo por la distancia de su
centro geométrico o centroide al eje territorial o punto de referencia, y se
escribe la suma correspondiente a todos los rectangulos.

f) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del calculo
integral, suponiendo que el numero de estos rectangulos crece
indefinidamente.

A efectos operativos, conviene tener presente que el momento estatico
y el momento de inercia de un territorio A, respecto al eje x, vienen dados,
respectivamente, por:
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My=[[ y-dx-dy=122[ y2-dx; Ix=[[ y?-dx-dy=1/3] y3dx

extendidas las integrales curvilineas de los segundos miembros al contorno del
recinto territorial. Se consigue una obtencion mecanica de dichas integrales con
el dispositivo indicado esquematicamente en la figura siguiente A-14.22,
denominada ‘“integrador", cuya descripcidn desarrollamos a continuacién
(PUIG, 1970).

El estilete E describe la curva arrastrando una varilla | sobre la que va
montada una ruedecilla R que se desliza y gira sobre el papel. El otro extremo
esta obligado a describir la recta respecto de la cual se calcula el momento (eje
x). Al girar esta varilla, gira solidariamente a ella una rueda con la que
engranan otras dos de radios mitad y un tercio y que giran, por tanto, angulos

dobles y triples del angulo 6 girado por |. Estas ruedas arrastran a su vez
sendos vastagos sobre las que van montadas dos nuevas ruedecillas Ry, R3

(la Ro en un eje perpendicular). Al cerrar la curva, la suma de los corrimientos

periféricos de cada una de estas ruedas, debidos a las rotaciones instantaneas

de I, son nulas (excluimos el caso en que | da un giro completo), de modo que
R1, Rg, R3 solo integran sus corrimientos debidos a las traslaciones dx, que

son, respectivamente, proporcionales a: sen 0 - dx, cos 260 - dx, sen 30 - dx. Las
lecturas suministradas por R4, Ry y Rg3, seran, pues, proporcionales,

respectivamente, a las integrales trigonométricas:

[sen0-dx , [cos20-dx , [sen30-dx

Ya sabemos que la lectura de R4 da el area Q encerrada por la curva
perimetral del territorio A.

Fig. A-14.22. Integrador.

Ahora bien, 1/2 y2 =1/2 12 - sen2 0 = 12/4 - (1 - cos 20) , de donde:
12 y2-dx=-12/4  cos 20 - dx

, integral que vendra dada por la lectura en Ro y analogamente:
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13 y3-dx=13] B-sen30=12/12 (31 sen 0 -1 sen 30) dx

, que vendra dada por combinacion de las lecturas en R4 y R3. Relacionando,

por ultimo, dichas lecturas con la escala grafica del plano o mapa del territorio
estudiado (que debe ser suficientemente preciso), obtendremos los valores de
los momentos territoriales buscados, a expresar, respectivamente, en Km3 y
Km4 (o bien en Mm3 6 Mm4).

13. EL "GRADO DE CONEXION TERRITORIAL"
13.1. ATRACCION TERRITORIAL

Resulta obvio que los momentos territoriales de inercia denotan, de
algun modo, el grado de atraccion o repulsién experimentado por un territorio
respecto de un eje o de un punto situados dentro o fuera de él. De este modo,
podemos medir el que pudiéramos denominar "grado de repulsion" entre dos
nucleos territoriales i y j (por ejemplo, dos cabeceras de comarca, o entre una
cabecera de comarca y otra de regién o nacion) mediante una expresién del
tipo:

P = lj
, ya sea utilizando los momentos territoriales de inercia superficiales o los
ponderales.

Sin embargo, como -en buena logica- deberiamos introducir en nuestra
formulacién elementos que denuncien o subrayen la influencia biyectiva o
biunivoca de las masas territoriales respectivas de poblacion o de renta en las
mencionadas atracciones o repulsiones econdmicas, emplearemos las rentas
totales familiares disponibles R; y R; en forma de cociente entre las mismas,

esto es: Ri/Rj, cuya determinacion habremos efectuado previamente mediante

el correspondiente modelo estructural (ver capitulo 3), o bien mediante la
obtencion de datos secundarios (existen publicaciones diversas que ofrecen
informacion acerca de esta importante variable macroeconémica y de su
evolucion temporal). Pues bien, coordinando esta formulacion con la empleada
anteriormente para el modelo estrictamente gravitatorio (ver el apartado 2 del
anterior capitulo 5), y al objeto de no incurrir en una ponderacion excesiva de
dicho efecto masico, se tendra que:

pij = (j/108) - 3R /R,

donde la ponderaciéon tiene lugar mediante la raiz cubica de la expresada
relacion de masas de renta, y cuya inversa nos determinaria, contrariamente, el
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"grado de atraccion" ejercido desde el punto | hacia la superficie del territorio A
cuya capitalidad o centro de masas viene dado por el punto i. O sea:

106-3,/Rj

0°ij=1/Pij=—|“l3 =
ij i

y, del mismo modo, reciprocamente, se tendra:

10 *3/R

=1/ pj=— N1
)i JI
i 3/R

Obsérvese que, al objeto de obtener unos coeficientes comodamente
manipulables a los efectos del calculo numeérico y de su aplicabilidad posterior,
hemos introducido el factor corrector adimensional de valor 108 en las férmulas
precedentes.

Del mismo modo, podemos definir el "grado medio de atraccion" entre
los territorios i y j como la media geométrica (raiz cuadrada del producto) de
sus respectivos "grados de atraccion". Esto es:

klj = )LJI = [0 AT o A , O también: 7L|J / aj| O('lj / 7\‘IJ

ij ji

con lo que, substituyendo valores, obtendremos la expresion:

A 106 VR, 106 YR, 1012 _10°

que posee la particularidad interesante de no depender mas que de los
momentos territoriales de inercia reciprocos Ij; e ljj y, globalmente, de su media

geométrica, en proporcion inversa (FRANQUET, 1990/91).
Considerando, asi mismo, que:

lj x 1ji = Ay x A x rij 4

J = J

se tendra la expresion (en funcion de la superficie de ambos territorios y de la
distancia que los separa):
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10°

! rifx,/Ai-Aj

Debe hacerse constar, llegados a este punto, que en las diferentes
formulaciones que aqui se propugnan seria posible sustituir alternativamente
las distancias entre los nucleos territoriales (ya sean medidas por carretera o
en linea recta sobre el mapa) por los "tiempos de desplazamiento" que, de
poderse conocer con cierto grado de aproximacion resultarian indicadores
mayormente fiables que subsumirian las dificultades del trazado viario, el
estado de conservacion o la categoria de las carreteras y la consecuente
velocidad media que los vehiculos pueden alcanzar por las mismas.

Considerando, ahora, los momentos territoriales de inercia reciprocos
del tipo masico o ponderal, resultara que:

Iij . IjizRi'Rj . rij4 ,

con lo que se tendra (en funcion de las rentas familiares disponibles totales de
ambos territorios y de la distancia que los separa):

6
n = 10

= A
1 ji ’
rij2 x R 'R

al tiempo que los "grados de atraccion" correspondientes, seran:

10°4/R, _10°4R, 10° (R,

7R, 4R

(XU

y, del mismo modo:

(Efectivamente, se tendra que:

7‘ij=7‘ji= \/Otij-(xji = \/Otij -\/OL i =
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(1036/R,M103 /Rij 10° &R R,
= . 6 = . =
r, VR L, VR rf /(R R )

10° 1 10°° cs.q.d)
= 2 '6 3 = ; 2.4.U.
rz \(R,R)) i +/RiR,

13.2. COMPENSACION TERRITORIAL

Si ahora imponemos la condicion de igualdad estricta de los "grados de
atraccion" respectivos entre los territorios i y j, resultara lo siguiente (cuando
tenga lugar dicho equilibrio econémico-espacial):

_10° YRy 10° yR,
ajj = I, 3R, B i 3/R,

=aji ,

pero como los momentos territoriales de inercia reciprocos, seran:

lii = A - ri-2

j j
i = Ay rig?

sustituyendo en la identidad primera y reduciendo términos, obtendremos:

R, R
Ai.3 JRi :Aj':a\/Rij , O sea: A|%/R7|2 =Aj 3\/|:27]2 :

de dénde:

; (A/A)3=(Rj/R)2 o bien:

AB R2=A3-R2

que podria enunciarse asi: "los grados de atraccién reciproca econdmico-
espacial entre dos territorios son de igual magnitud pero de sentidos
opuestos cuando el cubo de larazon de sus areas es igual al cuadrado de
la razén inversa de sus rentas totales" (caso superficial 0 geométrico).
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En el caso de considerar los momentos territoriales de inercia del tipo
masico o ponderal, tendra lugar, del mismo modo, la identidad atraccional
siguiente:

R;/ Ri4 =R/ Rj4 , 0 sea: Ri5 = Rj5 , lo que implica: Rj = R; ,

luego, correlativamente, podremos enunciar que "los grados de atraccién
reciproca econémico-espacial entre dos territorios son de igual magnitud
pero de sentidos opuestos cuando sus rentas totales son iguales"” (caso
ponderal o masico), lo que se deduce inmediatamente de las férmulas de
dichos grados de atraccion.

Si introducimos, ahora, el concepto de "densidad de renta", obtenido
como medida relativa del anterior modelo estructural (véase el capitulo 3 de
nuestro trabajo), se tendra, en dicha condicion de equilibrio:

S =Rj/A;; 8j=Rj/Aj con lo que:

Rj =i Aj

Rj=8j'Aj ;0 sea: Ai5'8i2=Aj5'8j2 ,

o también: (Aj/A)® = (§j/5)2 = (dj - wj/ d; - wj)?

que, a su vez, podria enunciarse asi: "los grados de atraccion reciproca
econOmico-espacial entre dos territorios son de igual magnitud pero de
sentidos opuestos cuando la quinta potencia de la razén de sus areas es
igual al cuadrado de la razon inversa de sus densidades de renta" (caso
superficial o geométrico).

Obsérvese que hemos considerado, en la formulacién antecedente,
que:

Pi=di-Aj; Rj=Pj-wj=dj-Aj-w;
R'=Pj'Wj=dj'Aj'Wj : de doénde:
& = Rj/ Aj=dj - w;

6j=Rj/Aj=dj-wJ- c.s.q.d. , siendo:
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(A = areas de los territorios (km?).
R = rentas totales de los territorios (€).
P = poblaciones de los territorios (hab.).
< w = rentas "per capita" de los territorios (€/hab.).
d = densidades de poblacion de los territorios (hab./km?).
8 = densidades de renta de los territorios (€/km?).
| I = distancia entre los territorios (km).

Por ultimo, veamos que en el caso ponderal o masico, se cumplira que:
Ri=Rj; ,osea: Ai- 8 =Aj g , conloque, también:

Ai/Aj=8j/8i=dj'Wj/di'Wi ,

que podemos enunciar del siguiente modo: "los grados de atraccién
reciproca economico-espacial entre dos territorios son de igual magnitud
pero de sighos opuestos cuando la razén de sus areas es igual a la razén
inversa de sus densidades de renta" (caso ponderal 0 masico).

13.3. LIGAZON O CONEXION TERRITORIAL
13.3.1. Concepto y definicion

Llegados a este punto, podemos definir como "grado de conexién"
entre dos territorios i y | a la suma de sus respectivos "grados de atraccion”,
que, para valores suficientemente préoximos Qjj = Qs puede asimilarse a:?-kij =

2-a, siendo la media aritmética o semisuma de los "grados de atraccion":
o+ o
2

o =

En el caso general de suponer un simil estatico-grafico en el que las
fuerzas de atraccion territoriales se hallen representadas por vectores que
actuan en la direccion del "eje de conexion territorial® que une los centros de
masas de renta o de poblacién de ambos territorios, de sentidos opuestos y
cuya magnitud o modulo sera el "grado de atraccion" antes definido, dicho
"grado de conexion" vendra dado por la expresion (FRANQUET, 1990/91):

10 °3/R 1063 R
R R ey ey
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_ 106-3/Rj-3 R, +106-34/Ri-§/Ri-Iij _
(Iijllji)'s'\/Ri'Rj

_10°(1YRT +1;,4/RT)

(Iij'lji)'3\/Ri'Rj

que nos determina la cuantia del "esfuerzo de traccion" territorial de aquel eje
rigido, siguiendo con nuestro simil fisico-mecanico.

En definitiva, el "grado de conexion" entre dos territorios, que
acabamos de definir, se halla en funcién de varios parametros propios y bien
caracteristicos de los mismos, a saber:

- de sus areas superficiales.
- de las distancias entre sus "centros de masas" o capitales.
- de sus rentas "per capita".

- de sus poblaciones,

lo que le dota de un nivel de informacidén que se estima suficiente a los efectos
de su credibilidad y eficiencia.

Por otra parte, como:

10 12
T

Aij? , se tendra que:

ij i

o = 52 |ij-%/Ri2 + |ji -%/R? _
1 j - 10 6_3/Ri_Rj

|ij‘3 R j . lji -3‘/R j
=}\'ij2(106'3,Rj 106'3/Ri ):
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de dénde resultara, en definitiva, que:

6 Xzij Xzij
Jp— _ 4+
Vo i O

= %2 (pij * pji) = 0j

, expresion ésta de gran utilidad y significacion, puesto que nos relaciona entre
si a todos los parametros que definimos en nuestro estudio acerca de la
conexion o ligazon territorial.

13.3.2. Rigidez, deformacién y segregacion de un territorio

En este orden de ideas, diremos que un territorio (entendido como un
sistema de particulas o masas econdémicas elementales ligadas por fuerzas
econdomicas de atracciéon mutua, es decir, por fuerzas interiores) permanecera
"rigido" o invariable en su configuracidén actual si las distancias mutuas entre
todos sus puntos permanecen constantes. Ello sucedera porque entre aquellos
puntos o lugares geograficos actuaran fuerzas interiores de atraccion y
repulsion que les obligardn a mantener una cierta posicién relativa, y cuya
evaluacion o cuantificacion tendra lugar mediante los parametros que
acabamos de definir. Por otra parte, dichas fuerzas econdmicas internas
resistiran ilimitadamente a las influencias externas, por lo que no se produciran
"deformaciones" en las dimensiones del territorio.

Sin embargo, en la practica podemos encontrarnos con territorios que
se hallan lejos de tener una "rigidez" estructural o resistencia ilimitada a la
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accion de las fuerzas econdmicas exteriores provenientes de los territorios
vecinos, pudiendo “deformarse" facilmente bajo la accién de las mismas, por lo
que deberian estudiarse las reacciones o esfuerzos internos que se desarrollan
en dichos territorios para contrarrestar la accion modificativa de las fuerzas
economicas que le son aplicadas desde el sistema exterior. De este modo,
cuando un territorio se somete a la accion de fuerzas exteriores, se desarrollan
en su interior esfuerzos o tensiones que provocan mas O mMenos
"deformacién”, y el conocimiento, siquiera aproximado, de los valores de dichos
esfuerzos y deformaciones puede resultar de gran importancia en los estudios
de Ordenacion Territorial. En algunos casos, las tensiones econdémico-sociales
experimentadas en el territorio por la accion de las fuerzas econdmicas
exteriores constituiran el factor decisivo, mientras que, en otros casos, sera la
"deformacion” planimétrica producida (modificativa de las fronteras
administrativas) el factor mas transcendente.

Seria posible, en definitiva, y tomando como base las ideas aqui
expuestas, el planteamiento y desarrollo de una cierta "teoria del contraste de
los grados o fuerzas economicas de atraccion y repulsion” entre los diferentes
territorios, al objeto de establecer racionalmente sus posibles segregaciones
y/o agrupaciones administrativas y economicas. Y asi, por ejemplo, seria
factible establecer -por imperativo legal- la cuantia minima que deberia
alcanzar el "grado de conexion territorial" eij, o bien la que, en el epigrafe
siguiente denominaremos "fuerza de atraccion econdémica" Fij, que tienen lugar

entre un municipio cualquiera i y una parte del mismo j (normalmente se tratara
de una pedania, entidad local menor o entidad municipal descentralizada) que
pretenda su segregaciéon administrativa para constituir un nuevo municipio.
Dicho procedimiento, como ya se ha visto, tendria en cuenta diversos
parametros bien caracteristicos del territorio (superficie, poblacion, distancia y
rentas), y los tramites previstos y regulados en las correspondientes leyes de
régimen local para la concesion de aquella segregacion unicamente deberian
iniciarse a partir del cumplimiento de dicho requisito minimo.

Del mismo modo cabria operar con la adscripcidn administrativa
racional, por lo menos desde el punto de vista del equilibrio econémico-
espacial, de un municipio a una determinada comarca, o bien de una comarca
a una determinada region. Ello se ejemplificara posteriormente en la aplicacion
de nuestro estudio a Catalufia y en la resolucién de diversos casos dudosos de
adscripcion alternativa de comarcas a determinadas regiones o veguerias.

La precaucion mencionada, sin duda alguna, tenderia a evitar la
formacion de pequefos nucleos por razones viscerales y extrafias -con
frecuencia- a la racionalidad administrativa en la organizacion territorial y en la
prestacion de los servicios publicos, con un coste politico y social elevado (tal
como hemos podido comprobar en Catalufa en los ultimos tiempos, asi como

956



ANEXO 14

en otras Comunidades Autébnomas) y en contra del criterio -mucho mas
moderno y operativo- de la formacién de economias de escala o de
acumulacion en la prestacion de dichos servicios.

Veamos, en fin, que idéntica problematica segregacionista o
independentista podria presentarse y resolverse, racionalmente, en lo relativo a
la pertenencia de determinadas provincias o regiones a las naciones o a los
Estados (FRANQUET, 1990/91).

13.4. EL ENFOQUE GRAVITATORIO DEL PROBLEMA

El concepto de "fuerza de atraccion econdmica” Fij, definido en nuestro

modelo gravitatorio de divisién territorial (ver el anterior apartado 2 del capitulo
5) entre dos nucleos territoriales i y j, puede resultar especialmente util para el
estudio y evaluacion del grado de conexion territorial entre los mismos. En
efecto, se tiene, genéricamente, que:

X(Wi'Pia)X(Wj'Pjﬁ) —
rb e
ij

Fij=G

siendo, para nuestro caso:

P; = poblacion del nacleo i (hab.)

Pj = poblacién del nucleo j (hab.)

wj = renta per capita del nucleo i (€/hab.)

W = renta per capita del nucleo j (€/hab.)

j = distancia que separa los nucleos i y j (km.)

G = constante correspondiente a la gravitacion universal.
Resulta determinable por estudios empiricos. Aqui, le
daremos el valor: G = 1.

a = B =1 (parametros experimentales).

b = 3 (parametro experimental).

Como puede observarse -en aras de una mayor uniformidad
conceptual- hemos optado por conferir a los parametros o coeficientes de la
férmula anterior unos valores similares a los ya adoptados para el modelo
gravitatorio anteriormente expuesto. Con ello, en definitiva, resultara la
expresion siguiente (en funcion, ahora, de las rentas totales familiares
disponibles de ambos nucleos territoriales):
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Riij SiXijAixAj Sixfijxlijxlji
= = =F:

3 3 7 ji

Fii =
)
i I I

r

que, al contrario de los anteriormente definidos "grados de atraccion” ajj y aij,

posee un caracter bidireccional, y cuyos valores especificos para el caso de las
comarcas Yy regiones catalanas en 1986 y 1996, han sido convenientemente
calculados y tabulados (ver el capitulo correspondiente de nuestro trabajo).

Por ultimo, notemos que su relacion con el "grado de conexion
territorial anteriormente definido, contemplara que:

s/Ri.Rj =rijxs/Fij , con lo que:

10 °(1, x R?'* + 1, x R%'?)

Iijx |ji X rij><?:/|:ij

Oij = o *+ 04 =

=106(|ij><Ri2/3+ I, x RI"™)

Aixijrij‘r’xB/Fij

=8ji .

Razonando paralelamente (FRANQUET, 1990/91), veamos que el
"grado de conexion territorial" entre dos territorios i y | vendra dado, en el caso
ponderal o masico, por la siguiente expresion:

10 ° IR, R
Gij=ocij+ocji= (3 L4 =)=
rij2 R/ R‘jt
— RJ’ Ri —
_Kij.,/Ri-Rj-(3R4+3 R‘.l)_
[ j

ARy RaR A /RRAR,

958



ANEXO 14

Del mismo modo, en el caso ponderal o masico, la "fuerza de atraccion
econdmica" Fij = Fji entre dos nucleos territoriales i y j, vendra dada por:

que, por su propia naturaleza, como ya se ha dicho, posee un caracter
bidireccional.

Veamos, en fin, que la determinacion de la constante G podria
realizarse desde la expresion:

_ Firs For’
_(Wi'Pia)X(Wj'Pjﬁ) m;-m

a partir del conocimiento previo de la fuerza de atraccion econoémica Fj; = Fj

mediante la Dinamica Econdémica®, de las magnitudes de las masas
econdmicas ponderadas de ambos territorios (empleando los correspondientes
estudios estructurales) y de la distancia que separa sus centros territoriales de
masas (previa la determinacion de los mismos por los procedimientos
senalados en el apartado 2 del anterior Anexo), ya sea desde el punto de vista
estricto de la longitud geofisica en linea recta o por carretera, o bien de los
tiempos de desplazamiento entre ambos.

Por otra parte, la determinacibn mas precisa de G permitira hallar,

% Se sugiere, al respecto, la consulta del capitulo 10 (“Una interpretacion mecanicista de los
desplazamientos de las masas econdmicas™) del libro del mismo doctorando titulado: Analisis Territorial.
Division, Organizacion y Gestion del Territorio, en CADUP (Estudios), Centro Asociado de la UNED.
Tortosa, 1990/91. Citado en la bibliografia.
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indirectamente, la masa econdmica de los territorios conociendo el valor de las
restantes variables, y teniendo presente que la "constancia" de G puede estar
sblo limitada a ciertos campos gravitatorios econdmicos, debiendo ser
recalculada para los restantes.

Es obvio, en cualquier caso, que la constante G representara la fuerza
econdmica con la cual se atraen dos territorios i y j cuyas masas econdmicas
sean iguales a la unidad de masa de poblacion (habitantes) o de renta (euros),
separados entre si por una distancia igual a la unidad de distancia considerada
(expresable, normalmente, en Km 6 Mm, o bien en horas si se tratase de
tiempos de desplazamiento).

14. PROBLEMAS EN EL CAMPO CONTINUO
14.1. MOMENTOS TERRITORIALES ESTATICOS

Si la masa de renta por unidad superficial es practicamente la misma
en todo el territorio estudiado, podemos también suponer que su densidad de
renta: 6 = cte. Sabemos, por otra parte, que el momento territorial estatico o de
primer orden de un territorio A con respecto a un eje territorial cualquiera
(momento axico o ecuatorial) es igual a la suma de los productos de sus areas
elementales por sus respectivas distancias a dicho eje. Dicha hipodtesis de
trabajo, nos equipara las determinaciones de los momentos territoriales
superficiales con los ponderales o masicos (FRANQUET, 1990/91).

Sea, por ejemplo, una cierta comarca que supondremos homogénea, y
cuya configuracion planimétrica aproximada puede verse en la figura siguiente:

Fig. A-14.23. Comarca de densidad de renta constante (l).

Obsérvese que podemos asimilar, con buena aproximacion, el area o
superficie de esta comarca con la determinada por la interseccion de las
parabolas cuadraticas de ecuaciones:
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y=2x-x2
y=3x2—6x

en el primer y cuarto cuadrantes del circulo, respectivamente.

Como siempre, para el logro de una mayor simplicidad operativa, se
han expresado las distancias en miriametros (1 Mm = 10 Km), con lo que se
tendra la siguiente superficie comarcal, empleando para su computo la
integracion doble:

A=(f, aA=[ [0, dyrdx=[] @232 60 dx

3x2-6x

= | 02 (8 - 4x2) - dx = [ 4x2 - 4x3/3]? = 48/3 - 32/3 = 16/3 Mm2 = 533 Km2
El momento estatico comarcal con respecto al eje OX, sera:

3x%2-6x
=172[" [(2x-x2)2 - (3x2 - 6x)2] - dx =
=172 [ (4x2+ x4 - 4x3 - x4 - 36x2 + 36x3) - dx =
=1/2 joz (32x3 - 8x4 - 32x2) - dx = 4 [x4]? - 4/5 [xD]? - 16/3 [x3]? =
=64 - 128/5 - 128/3 = - 64/15 Mm?3 = - 4.267 Km3 .

El momento estatico comarcal con respecto al eje OY, sera:

My =] x-dA=j02j“‘xz x-dy-dx=[ x-(8x - 4x2)- dx=

3x2-6x
2 2 3 32 42
=" (8x2 - 4x3)-dx=8/3[x]; -[x]; =64/3-16 =

=16/3 Mm3 = 5.333 Km3 |

Desde luego, tal como vimos en epigrafes anteriores, también aqui
podemos determinar las coordenadas del centro comarcal de masas G, esto
es:
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xp =My / A =5.333/533 = 1000 Km.
yo =My /A =-4.267 /533 =-800 Km.

, 0 sea, G (10'00, -8'00), que se halla, légicamente, sobre el eje central
territorial de simetria, donde también se hallan los extremos relativos o locales
de la funcion perimetral, esto es, los puntos del territorio de coordenadas
expresadas en Km.: MAX. (10'00, 10'00) y MiN. (10'00, -30'00).

14.2. MOMENTOS TERRITORIALES DE INERCIA
a) Masa de renta homogénea (6 = cte.):

Con las mismas hipotesis de homogeneidad en la distribucion de las
masas de renta que en el caso anterior, y sabiendo que el momento territorial
de inercia de A con respecto a un eje sera la suma de los productos de las
areas elementales por los cuadrados de sus respectivas distancias a dicho eje
territorial, consideremos, ahora, una cierta comarca cuya configuracion
planimétrica puede verse en la figura siguiente:

J;

Fig. A-14.24. Comarca de densidad de renta constante (ll).

En este caso, asimilaremos el area o superficie de esta comarca con la
encerrada o comprendida por la curva de ecuacion:

y2 = x2 (2 - x) , denominada "lazo",

habida cuenta de su configuracion planimétrica, en el primer y cuarto
cuadrantes del circulo.

La superficie comarcal vendra dada por:

A=”A dA=2'[02.[0X‘/ﬁdy-dx=2'|.02 X-A2—X -dx
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Se trata de la integral de una funcion irracional, por lo que
emplearemos el siguiente cambio de variable:

2-—x=2°
Xx=2-—2°
dx=-2z-dz

, resultando los nuevos limites de integracion:

parax =0 z=\/§
para x = 2 z=0
esto es:

0
A=-4[ 2 (2-7) dz=-4(2B2°-25)", =

= 32/2 /15 Mm? ~ 302 Km?

El momento de inercia comarcal ecuatorial con respecto al eje OX,
vendra dado por:

2 pXA/2-X 2
h=[[, y*-dA=2] [ yordy-dx=213[" x(@2-x)%% dx=
=-4/3I; (2-2°° 2" - dz=-4/13(8/5-2°- 127 -2 +2/3-2° - z""/111)°. =

=2.048~/2 /3.465 Mm* = 8.359 Km* = 64 / 231 A.

Del mismo modo, el momento de inercia comarcal ecuatorial con
respecto al eje OY, sera:

2 pX2-X 2
y=[[, *-dA=2]" X-dy-dx=2[" x*J2-x -dx=
=-4j; (2-22)3-22-dz =-41[8/13-23-12/5- 22+ 6/7 -2/ - 1/9-29]°,, =

=1.024 /2 /315 Mm% = 45.973 Km%4 =32/ 21 A.

Por ultimo, el momento de inercia polar comarcal con respecto al centro
de coordenadas O (0,0), sera:

lp=Ix+ 1y =2.048/2 /3.465 + 11.264 /2 /3.465 =
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=13.312+/2 /3.465 Mm% = 54.332 Km% = 416 / 231 A.

En lo referente a la determinacién de los radios de giro comarcales
con respecto ambos ejes territoriales OX y OY, veamos que, al ser constante la
densidad de renta a lo largo y ancho del territorio en estudio, seran del tipo
superficial o geométrico, con lo que:

px = /I, /A =+/8.359 /302 =526 Km.

py = JI, /A =+/45.973 /302 =12'34 Km.

b) Masa de renta no homogénea o heterogénea (5 = variable):

b-0) Si la masa de renta por unidad superficial es distinta a lo largo y
ancho del territorio estudiado, tendremos que su densidad de renta es también
variable en el campo continuo. Este supuesto o hipotesis de trabajo puede
considerarse perfectamente real, dado que no resulta dificil sospechar que
dicha densidad de renta se acrecienta en las proximidades de la capital
territorial, disminuyendo progresivamente con el alejamiento geofisico de dicho
centro urbano.

b-1) En el siguiente ejercicio (FRANQUET, 1990/91), se trata de
calcular el momento de inercia con respecto al eje OX de un municipio
delimitado aproximadamente por el arco de la curva: y = sen X, y el propio eje
de abscisas, sabiendo que su densidad de renta varia con la distancia a dicho
eje territorial (la densidad de cada punto del territorio es proporcional a su
distancia al eje OX).

Su configuracion planimétrica puede verse en la figura siguiente:

¥

Fig. A-14.25. Municipio de densidad de renta variable (1).

Se tendra la siguiente superficie municipal, en base al propio concepto
de integral definida:
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A=j0n senx-dx=[-cosx], =-cosn+cos0=1+1=
=2 Mm2 = 200 Km?2
La masa de renta municipal vendra dada por la integral doble:

m=[[ sy -dA=["[" ky-dy-dx=k2[ sen?x-dx=

— K/2 J-onl—C;S 2X dx = k/4 [X_sen22x

15 =(k-n/4)€

Asi pues, la densidad media de la renta municipal, sera:

= k-mt/4

§=m/A= = (k . n / 800) €/Km?2

El momento de inercia municipal con respecto al eje OX, vendra dado
por la expresion:

T eSenx
W=f[ sy v2-dA=l | Koy v2-dy-ax=wa[ sentx-dx=

= (empleando formulas adecuadas de reduccién) =

sen ®x-cos X

=ki4]- 2 +3/4[ sen?x - dx]§ =
3
Y Pl X4C°S X 304 (x/2 - sen2x/4) ] =k/4 (3 -1/ 8)=
3k

= ( ) € Mm2 = (29'45k) € - Km2=3/8 m ,

32

que resulta ser del tipo masico o ponderal.

En este caso, el momento municipal estatico con respecto al mismo eje
OX, sera:

My=[[, 8(xy)-y-dA=[[" k-y-y-dy-dx=
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= k/3f sen3 x - dx = k/3f sen x-sen? x - dx =
= k/3j0n senx (1 - cos? X) - dx =

=k/3[-cosx + cos3x/3]g =(4k/9)€-Mm = (40k / 9) € - Km.

Por otra parte, al tener dicho territorio un eje de simetria en la recta de
ecuacion:

X=n/l2

, sobre él se hallara el centro de las masas municipales de renta G. Asi pues,
las coordenadas de dicho centro, como se sabe, vendran dadas por las
expresiones:

_ 40k /9 _ 160

=My, /m= = =5'66 Km.
Yo = Vx Knl4 19

Xo=My/m=mn/2=1571Km.

,0sea: G (15'71 Km, 5'66 Km).

En este caso, de un modo indirecto, podemos deducir el valor del
momento municipal estatico con respecto al eje OY, puesto que:

. o 2 e 2
Eﬂkn =(kn )€-Mm=(5kn
2 4 8

My =Xo-m=

) € - Km,

con lo que completaremos el calculo de los momentos territoriales del municipio
en cuestion (el conocimiento de los restantes momentos de inercia: ly, Iy € lyy,

resulta de menor interés en este caso).

Por ultimo, el radio municipal de giro con respecto al eje OX, que sera
del tipo masico o ponderal, se obtiene inmediatamente asi:

px=\/lx =\/3m/8 = 0'612 Mm = 6'12 Km
m m

b-2) En el ejercicio que desarrollamos a continuacion (FRANQUET,
1990/91), tratase de calcular el momento territorial de inercia, con respecto al

eje OY, de un municipio delimitado por la curva: y2 =1 - X, en el primer
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cuadrante del circulo, sabiendo que la densidad de renta en cada punto es
igual a 'y (desde luego, en las magnitudes reales, sera: 6 =k - y).

Su configuracion planimétrica aproximada puede verse en la figura
siguiente:

Fig. A-14.26. Municipio de densidad de renta variable (I1).

Se tendra la siguiente superficie municipal, en base al propio concepto
de integral definida y de integral doble (es la integral de una funcién irracional,
por lo que efectuaremos el oportuno cambio de variable):

1-x=1t2
A=, oA=[[7" ay ox=[ NI de= |x=1-2 | S
dx =-2t-dt

=-2[  2-dt=-2[t3/3]¢ =2/3 Mm2 = 66'66 Km?.

Por otra parte, el momento de inercia municipal con respecto al eje OY,
vendra dado por la expresion:

Iy=”A S (X, y) x2- dA=L1(J-Om y - x2-dy)-dx =

= [0 p2y2/2) dx=172[ x2(1-x)- dx=1/24 = (k/24) € - Mm2 =
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= (4"17-K)€-Km2=m/6.

Asi mismo, la masa de renta municipal vendra dada por la integral
doble:

m=ﬂA i‘S(x,y)-dA=“'A y-dx-dy=J‘:(Lm y-dy)-dx=
= w22 ax=[ (12 dx=172[ (1-x) - dx =

=12 (X1} -[x2/2]5)=12(1-1/2)=1/4=(k/4) €,

con lo que la densidad media de la renta municipal, sera:

s=M_ K4 3Ky eym2
a 200/3 800

En este caso, el radio municipal de giro representa la distancia a la que
debe suponerse situada una masa unica de renta m para que tenga idéntico
momento ecuatorial de inercia respecto del eje territorial OY (ver epigrafe
anterior 3.2). Esto es:

|
Py= Y _ k/i: i =0'408 Mm =4'08 Km.
\'m \ k/4 \' 6

que es un radio territorial de giro masico o ponderal.

La determinacién consecuente de los momentos municipales estaticos
My y My, restantes momentos de inercia (ly, lxy € lp) asi como del radio

municipal de giro medio py y de las coordenadas del centro municipal de las

masas de renta, se deduciran inmediatamente de las féormulas anteriormente
relacionadas.

(*) Si se trata de ejes rectangulares, se cumplira que: 6 = /2, sen 6 = 1; cos 6 = 0,
con lo que: lg = Iy + ly, como ya hemos visto con anterioridad.

(**) También es demostrable dicha desigualdad de Buniakovski-Schwarz para
funciones f(x) y ¢(x) integrables de una sola variable, adoptando entonces la configuracién:
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[jb f(x) - o(x) - dX]2 < jb 2(x) - dx - jb 02(x) - dx .
En efecto, V A € [R], se tiene:
[ " fx)+ A o2 dx > 0 ,estoes:

Lb f2(x)-dx + 2 A L” f(x) - @(x) - dx + 22 L” 02(x) - dx >0 .

Se cumple que: Lb (p2 (x) - dx > 0, pues para ¢(x) = 0 la desigualdad de

Buniakovski-Schwarz resulta trivial, y también el determinante funcional simétrico:
b 2 b
[ 9?(x)rdx [ 00)fx)dx

>0, c.s.q.d
[ " f(x)-p(x)-dx [ " £2(x)-dx
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